Ejercicios proyeccion ortogonal, cuadrados minimos y descomposicion QR

1. Sea A € R**3 una matriz de rango 2 que verifica (AT A)v = 0 parav = (12 — 1)

a) Calcular la proyeccién ortogonal de R? sobre Nul(A).
b) Calcular la distancia del vector (31 1)T a Fil(A).

¢) Si se sabe que ||b— A(111)7|| < ||b — Az| para todo = € R?, hallar todas las solu-
ciones por cuadrados minimos de Az = b. ;Cudl de ellas tiene norma minima?

a) El dato que nos da el ejercicio es que v = (12 — 1) € Nul(ATA).
Vamos a probar que
Nul(A) = Nul(AT A)

s Nul(A) C Nul(AT A) ya que:
veENul(A) = Av=0 = ATAv=AT0=0 = wvec Nul(ATA)
s Nul(ATA) C Nul(A) ya que:
vE Nul(ATA) = ATAv=0 = TATAv=0 = (Av)fAv=0
= |JAv|’=0 = Av=0 = wve Nul(A)
Entonces v = (12 — 1) € Nul(A).
Por otro lado, podemos conocer la dimensiéon de Nul(A) ya que el rango de A es 2.

3 =rango(A) + dim(Nul(A)) =2+ dim(Nul(A)) <  dim(Nul(A)) =1

Concluimos que
Nul(A) = gen{(12 — 1)}
Entonces la proyeccién sobre Nul(A) es

((z1 29 23)T, (12 = 1)T)
(12 — 17|

P
(12 _1)T:W(12 )T

PNul(A)(ﬂh T2 $3) =

b) Calculemos la distancia del vector (31 1)T a Fil(A). Esto es,

d((311)", Fil(A) = ||(311)" = Praay((31 1)")|| = || Prirgay (31 1) |

Recordemos que
Nul(A) = (Fil(A))*
Esto vale ya que:

u dzm(Nul(A)) = dzm((le(A))L) pues si A € Rmxn

dim(Nul(A)) = n — rango(A) = n — dim(Fil(A)) = dim((Fil(A))")



FT

1
FT
» Nul(A) C (Fil(A))* ya que si A = ? tenemos
T
FlT FITU <F17 U) 0
Fr Flv (Fy,v) 0
veE Nul(A) = Av=0 = ) v = i = i = i
FT FTy (F ) 0

=  (F,0) =0,({F,v) =0, (Fp,v) =0 = v (Fi(A)*
Entonces

2

d((311)", Fil(A)) = || Pruy(31 1) = H%a 2 — 17| = 5\/6

El dato que ||b —A(11 1)TH < ||b — Az]|| nos dice que (1 1 1)T es una solucién por
cuadrados minimos de Az = b.
Recordemos que las soluciones por cuadrados minimos z del sistema Ax = b verifican:
» 7 es solucién de AT Az = ATh (ecuaciones normales).
» 2 es solucion de Az = Pegyay(b).

Estas soluciones son de la forma
T=Tp+ 1wy

donde z, es una solucién particular y zj, es solucién del sistema homogéneo asociado
(es decir, z;, € Nul(A)).

Tenemos que z, = (1 1 )T y 2, = a(1 2 — 1)7, con o € R. Entonces todas las
soluciones por cuadrados minimos de la ecuacion Az = b son

t=011D0"+a(12 —1)T

con o € R.

Veamos cual de estas soluciones tiene norma minima. Para ello vamos a probar que
existe una unica soluciéon por cuadrados minimos del sistema Ax = b que pertenece
a Fil(A) y que esta solucién tiene norma minima.

Sea A € R™™. Vimos que Nul(A) = (Fil(A))*. Entonces, cualquier solucién z,, del
sistema Ax = b por cuadrados minimos, puede escribirse como

Ty, = Praay(xp) + PraayL (Tp) = Praay(Tp) + Pyua) (7))

Llamamos xy = Ppyay(x,). Tenemos que:
LS FZl(A)
= Si ), es otra solucién z), = x,, + x;, — ¥, con z,, — x;, € Nul(A). Entonces

Praay(r,) = Pracay(zp) + Praay (T, — ) = 5



» 7 es solucién por cuadrados minimos de Az = b.
Sabemos que x,, es solucion, asi que Az, = Pcya)(b). Entonces

Peoyay(b) = Azy = Az + Pnuay(1p)) = Azp + A(Prua)(Tp)) = Axy

Luego, z es solucién por cuadrados minimos de Az = b.

= Veamos que tiene norma minima. Las soluciones de la ecuacion por cuadrados
minimos se pueden escribir como

QA,’:If—i-:Eh

Entonces
A2 2 2 2 2
121" = llzy + zall” = [J2f[]” + llznll” > |lzgl

ya que zy y xj, son ortogonales.
O sea,
1] = =]l

para toda solucién Z por cuadrados minimos de Az = b.

» 27 es la dnica solucién por cuadrados minimos que tiene norma minima.
Si 2’ fuera otra solucién por cuadrados minimos de norma minima entonces

1] = [l
y ademas podriamos escribir
=z + (2 —xy)
donde ' — zy € Nul(A). Entonces
2 2 2 2
121" = s + (2" = 2p) " = log]” + lla" =4

2
2" = a¢[|” = 0

Por lo tanto,
=y

Busquemos la solucién por cuadrados minimos de norma minima para el sistema
Ax = b. Teniamos que la solucion general es

g=0111)"+a12 -1
Entonces

vy = Praca)(®) = Pra (1 11)" +a(12 = 1)) = Pracay((111)7)

y
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zp=1110)" = Pyyay(111D)7) =(111)7" - %(1 2 — 1T = <



2. Dada A = 1

0

OO O
—_ O =

a) Hallar la descomposicién QR de A.
b) Utilizar la descomposiciéon QR para resolver por cuadrados minimos el sistema
Ar=bconb= (012 —1)".
¢) Calcular la matriz de la proyeccién de R?* sobre Col(A) en la base canénica.
Recordemos que, dada una matriz A € R™™ con rg(A) = m, una descomposicién QR de

A es una factorizacién

A=QR
con Q € R™™ y R € R™™ tales que QTQ = I y R es una matriz triangular superior
con numeros positivos en la diagonal principal. Ademés
» Las columnas de () forman una base ortonormal de Col(A).
» P =QQT es la matriz de la proyeccién de R" sobre C'ol(A) en la base canénica.

a) Hallemos una descomposiciéon QR de A. Para ello buscaremos una base ortonormal
de Col(A). Comencemos buscando una base ortogonal.

= u; = (1000)7
(10 =10)7,(1000)7)

s uy=(10 —10)7 — (10007 =(00 —10)7

] I(1000)7|
ug = (1 10 1)T_<(1 10 1)T7 (1 0 2O)T> (1 00 O)T—<(1 10 1)T7 (0 0 — 120)T> (0 0—1 O)T
(1 000)7] 100 =1 0)T]|
Uz = (O 10 1)T

Una base ortogonal de Col(A) es {(1000)7,(00 —10)T,(0101)T}.

1 1
Una base ortonormal de Col(A) es {(1 00 0)7, (00 —1 0,0 —= 0 —)T}.
rtonor (A) es {( )7 ( )(\/§ \/5)}
Entonces
1 0 0
0 0 L
_ V2
@= 0 -1 0
1
0 0 —
V2
Para calcular R, la despejamos
QRQR=A
Q"QR=Q"A
R=Q"A
AT N
R = 1 N 1 =10 1 0
0 — o — (010 00 V2
V2 V2 0 0 1



b) Utilicemos la descomposicion QR para resolver Az = b por cuadrados minimos.
AT Az = ATh
(QR)"QRx = (QR)"D
RTQTQRx = RTQ™b
RTRxz = RTQ"b

Como R es inversible, RT también lo serd y, multiplicando a ambos lados por la
inversa, nos queda

Rz = Qb
Resolvemos entonces el sistema
11 1 2 1 0 0 0 0 0
0O 0 -1 0 1
01 0 i) = = —2
00 V2 0~ o 2 2 0
T il il
’ V2 v2) \-1
cuya solucién es 1 = 2, xo = —2, x3 = 0. Entonces
2
T=1-2
0
¢) La matriz de la proyeccion sobre C'ol(A) es
1 0 (1) 0 o0 o 10 0 0
1 1 1
0 0 — - -
0 -1 0 0 1 0 1 0 010
LI\ % "% [
0 0 0 0
NG 2 2



